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Situacion del Analisis Candnico

e Situacidn: se tiene dos paquetes de variables
cuantitativas observadas o medidas en n
individuos

1 2

x,x,...,x"eR"
1 2 q n
y,y,...,yleR

q

. . — _>1 e oo By
e Objetivo: hallar G, =X +ota,x
fy :b1y1+...+bqu

tales que
p*(£..¢,) sea mdxima
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Objetivo

Hallar a! generada por las variables de X y

b! generada por las variables de Y tales que

Max r2(Xal,Yb!), llalll=1=Ibll

y
Solucion:

al=(XtX)'XtYb!/ A

b!l=(Y'Y)'Y!Xal/A

Sqri(A) = cos(0) = cos(Xa', Yb'!)

Correlacion candnica
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Casos particulares del Analisis
Canonico

Regresion lineal Multiple

x1 xP y

P cuantitativas I cuantitativa
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Discriminacion

x! xP y! y4

P cuantitativas 1 cualitativa con

q modalidades

(indicatrices)
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Analisis de Correspondencias

X ll y! oy
1 cualitativa 1 cualitativa
con p modalidades con q modalidades

NS

indicatrices
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Analisis Canonico:Formulacion Geométrica

1 p n
X ,..,X €R
P centrados

y geces yq c Rn pi>0’ Zpl :1
i=1

Ponderacion
n

Espacios generados: W = {& € R"/ x= Xa, a € RP}
W= {E € R"/y=Yb,be R)

Supongamos: rnmg (X ): p = dim (Wx ) =p
3

rang (Y )= g = dim (Wy)= q

\



Analisis de Tablas Multiples

@ Problema:

Max cos?(§,', &) =r* (', &, A : op proyeccion
/ ortogonal sobre W_
WX «— . 1A
Ay A: op proyeccién

ortogonal sobre W,

Se puede tomar

HELI=1,11E =1

(&L, &, se llama pareja
Se tiene: A= X(X'DX)'X'D  canénicay A=12(§1, &)

A,=Y(Y'DY)'Y'D primera correlacion
canonica
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Analisis Candnico: deduccion de solucion

Propiedad: Sea x € W, con,ll x Il = 1.Entonces el vector de W, con
angulo minimo con X es f — Ay X

. X

f Sen? (x,x ') = x - x' [P

X |2

Por T. Pitdgoras: x-x'|[2=||x- & Z#E—xlu

I | -S|

Luego sen*(x,x')= X- 2+  -X ?

] | ]
X X 2
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&/ Hay un minimo canonico .= f , la proyeccion ortogonal
CIMPA-UCR | . ]
Luego, ﬁy debe ser colineal con A | .l

Ay &xl =1 &yl
donde rl — <gx1 ’ §y1> = COS (gxl ’ gyl) =T (E&Xl o gyl)

SededuceA A | 2 1)
Ao = A e —eor 6.8
AyAxgy :ﬂlgy y

Por lo tanto & ! es vector propio de A Ay
. :
G,' es vector propio de A A,

asociados al mayor valor propio A,=12(g !, ﬁyl)
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Observaciones
5 1 — 1 A 5 1 5 1 — 1 A 5 1
Y [ ﬂl yoXx X \/Z XDy

Siguientes variables candnicas: (§ 2, ﬁyz), (€3, E_,y3), .

-~ 4 1 2 £ 1 2
con maxima correlacién y tales que § ' 1L ¢.2, .1 L &2, ...
son vectores propios de A;Ay, A A, resp. asociados

a los valores propios siguientes: A, > A ;> . ..
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Calculo de Factores Canoénicos

a,
Como¢ e W, = & =a,x +...+apxP=XaC0na=[:]

ap

&, €W, =& =b,y+...+b,yi=YD

D

Tenemos A =X(X'DX)" X'D
A, =y(yDy y'D

¢ op. de proyeccion ortogonal
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s Como A A, cl=A &1, Ay A, §y1 =\, §y1 poniendo V, =
WEF X DX V=Y'DY V, =XDY =V

entonces

XVAV VAIYDE! =XV, IV, VAV a=AXa

Analogamente
VoV VTV b=24b

Los factores canonicos a, b son vectores propios de
V, BV, ViV

Vy'1 Vix \a V,, respectivamente asociados
al mayor valor propio A
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Analisis Canonico: Ejemplo

n=40 Fuente: R. Thomas (1975) y Bouroche- Saporta (1981)
X: caracteristicas fisicas y dinamicas de los atletas

TAM: estatura (cms)

PESO: peso (kgs)

DTH: salto largo, sin impulso,con pies juntos (cms)

DTYV: salto alto, sin impulso, manos levantadas, talon al suelo
(cms)

FPIE: fuerza piernas (kgs): peso levantado sobre los hombros
VELQO: velocidad (decena de seg): tiempo para recorrer 30 mts
SALR: salto largo (cms): mejor resultado

3SAL.: triple salto (mts): mejor resultado



N J A
RS ¥
Sz ASF,‘QC &

CIMPAYSR L : nota en salto

NELA: nota en impulso (estilo)

NIMP: nota en impulso

NISUR: nota de suspension recepcion

TAM
PESO
DTH
DTV
FPIE
VELO
SALR
SAL3

X
178
72.5
261
65.5
109
33.5
583
11.4

Analisis de Tablas Multiples

¢
X

6.1
7.6
15.7
5.1
17.8
1.3
39.1
0.9

X
NSAL 10.1
NELA 9.9
NINP 10.1
NSUR 10

romedio de nota (sobre 20) dada por 3 jueces al rendimiento de los atletas

1.8
1.8
1.1
1.7
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Analisis Canonico: Atletas

Correlaciones Canonicas:

Valor propio Correlacion canonica
1 0.707 0.841
2 0.309 0.556
3 0.177 0.421
4 0.060 0.246




TAM
PESO
DTH
DTV
FPIE
VELO
SALR
3SAL

NSAL
NELA
NIMP
NSUR

O'.O73
-0.208
0.468
0.324
-0.061
-0.705
0.918
0.741

0.809

0.768

0.762
0.667

Analisis de Tablas Multiples

2

-0.025

0.290
0.197
0.183
0.328
-0.012
-0.066
0.436

-0.027
-0.177
0.174

-0.013

Yo

0.'061
-0.175
0.394
0.273
-0.051
-0.593
0.772
0.628

0.962
0.913
0.906
0.743

ficlaciones entre variables canénicas y variables originales

Yo

—0.2014
0.161
0.109
0.101
0.182

-0.006

-0.036
0.242

-0.049
-0.318

0.313
-0.023
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Analisis Canonico: Atletas

Correlaciones
TAM PESO DTH DTV FPIE VELO SALR 3SAL
TAM 1
PESO 077 1
DTH 0.51 027 1
DTV 0.16 0.04 0.62 1
FPIE 0.47 0.74 0.36 023 1
VELO -0.23 -0.09 -043 -0.33 -0.05 1
SALR 0.29 0.05 0.59 0.39 0.06 -0.63 1
3SAL 0.31 -0.02 0.64 047 -0.05 -054 0.67 1



SEY R Analisis de Tablas Mulflples
9

o= NSAL NELA NIMP NSUR
CIM;fUCR

NSAL 1

NELA 0.83 1

NIMP 0.80 0.79 1

NSUR 0.82 0.69 0.77 1



Netcarao
CIMPA-UCR

TAM
PESO
DTH
DTV
FPIE
VELO
SALR
3SAL

NSAL

0.03
-0.19
0.31
0.23
-0.09
-0.53
0.75
0.58

Analisis de Tablas Multiples

NELA NIMP NSUR
0.08 0.05 -0.05
-0.20 -0.10 -0.18

0.38 0.42 0.18
0.24 0.26 0.06
-0.07 0.03 -0.11
-0.58 -0.57 -0.41
0.71 0.68 0.61
0.50 0.63 0.43
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Analisis Canonico: Atletas

3SAL

DTV DTH

NSUR e SALRI
v .
TAM NSAL

e Relacion: -Notas de los jueces
-Rendimiento en salto (SALR, 3SAL)

*Velocidad parece oponerse a las notas y rendimiento en
salto
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Analisis Candénico

Ventajas: e valor tedrico
e generaliza
(ACP,AFC,ACM,AFD,Regresion L.M.,ANOVA)
Limitaciones: ¢ se trabaja s6lo en R": espacio de variables
e se estudia unicamente la estructura de las
correlaciones y no una representacion fiel,
una proyeccion, de las tablas de datos originales.
Propiedad: El analisis candnico de x,y equivale al ACP de
7 =|xy] con la métrica
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METODO STATIS

Estructuracion de tablas con Tres Indices de la Estadistica
“Structuration des Tableaux a Trois Indices de la Statistique”
(Y. Escoufier et al.)

K anos

P. e].: para analizar
tablas multiples
(datos evolutivos)



Analisis de Tablas Multiples

Analisis conjunto de varias tablas de datos

P

1

%)

1 Py

eMismo individuo
*Varios grupos de
variables

*Mismas variables
eVarios grupos de individuos
(Statis dual)
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METODO STATIS

K tablas X |, X ,, ..., X, de variables cuantitativas (centradas,
estandarizadas) observadas sobre n individuos

Objetivos:
e Comparar las tablas

e Describir la estructura comun a las diferentes tablas
e Conocer las diferencias entre las tablas

Notacion:
p,: # de variables del grupo k
p=p,+..+p,

X=X, 1%, 11X, ]
x;: Filaide X
x; (k):filaide X, x, =[x, (1) x,(2) ... x;(kK)]

1 pl 1 pz 1 pk

i| x (1) il x(2) i x (k)

X, X, Xy
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Objetivo:

Comparar globalmente las tablas

Analisis de Tablas Multiples

X,

STATIS: LA INTERESTRUCTURA

}

W2
I

X2 M2 )<2t
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STATIS: LA INTERESTRUCTURA

awPsUCR
Meétrica:
Producto interno de Hilbert-Schmidt:

‘W,,W,.) =Tr (DW, DW,.)

* norma
e distancia
Estudios normalizados: Wi
W, s
Coeficiente RV de Robert - Escoufier
RV (k,k') = Wi , Wi
Weins Weins o
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STATIS: LA INTERESTRUCTURA (2)

Propiedades de RV:

LANLA

d [ Wi , Wi ]:Jz [1—RV (k,k")]

| W, W,
Si RV (k,k') =1 =

W, W,

— k, k’ son estudios (ACP) equivalentes

Si RV (k,k') = 0 = Las variables de X , tienen covarianzas
nulas con las de X ,.



Analisis de Tablas Multiples

STATIS: LA INTERESTRUCTURA (2)
Representacion Euclidea:

S : matriz de productos escalares entre tablas
A =diag (7, ) ponderacion de las tablas

—> Diagonalizar S A

Obtenemos:
SA /7 = ZZ Eje 2

puntos A,,..., A, que representana W,...W, |
~> Coordenadas de A |, por ( z

RV (k,k") =cos (DA, DA ,.)

Tablas complementarias con peso nulo A;
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STATIS: COMPROMISO

Encontrar una nube que sea “término medio” de todas
K
las K nubes W - W,

_ Z a, -
Criterios: k=1 H kH HS
e W tiene correlacion Maxima (HS) con los W,
el Wl g =
<y
SeaZ = | - | el vector propio asociado al mayor valor propio
Lk
A A - :
-de SA (setomaconz:>0) = o, = 7T, 2,
A,
7Lz W
asi W — k~k k
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STATIS: COMPROMISO

CIMPA-UCR

El compromiso refleja la X, posee una estructura diferente
estructura comun W es resumen mayoritario

W no es buen resumen (normas #) No hay estructura comun
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STATIS: LA INTRAESTRUCTURA

Objetivos:
e Representar los n puntos por el conjunto de K tablas
posicion media
e Representar las correlaciones de las variables con
los ejes del compromiso
=P Permite interpretar ejes e individuos

Individuos:
W: Matriz n x n
= ACP de la nube de individuos cuyos productos
escalares estan en W
= Diagonalizar WD

A~ Componentes principales C', C?, ..., C"

Valores propios gy 4s.,..., it, — 1ndividuos
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STATIS: LA INTRAESTRUCTURA

Calidad de Representacion: M+ U, +..v WU, o nercia
DM,
i—1

Prop: distancia  q2(jij’) = Yoy lli-i’l2yg - distancia promedio

Variables:
Para toda wvariable original x'(k), se calcula la

correlacion: O (xj (k),C" )
=P (Coordenadas en el circulo de correlaciones

Obs: habria sido equivalente hacer el ACP de la tabla
No, X, Vo, X, 1. Vo X ]
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STATIS: TRAYECTORIAS DE LOS INDIVIDUOS
(Caso en el que la k es un indice de tiempo)

Objetivo:
Representar en los ejes del compromiso los
individuos descritos por cada tabla.

Se proyecta cada fila [O x (k) O] como elemento
suplementario del ACP de WD

1 .
~—~——W,DC’: dalas coordenadas de los x; (k)

i

Propiedades:
Coordenada de i en el compromiso es el baricentro
de todos los i ponderados por x;
Trayectorias permiten descubrir individuos
responsables de las diferencias entre tablas X, X,.
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STATIS: TRAYECTORIAS DE LOS INDIVIDUOS
(Caso en el que la k es un indice de tiempo)

Formas de las trayectorias:

e Trayectoria poco extendida, gira alrededor de si
misma: Evolucion sigue la media (misma diferencia
con la media de tabla a tabla).

eTrayectoria de gran amplitud: cambio de estructura
del individuo a lo largo de las tablas ( % evolucion
media)

Obs: se pueden graficar individuos suplementarios.
Si un individuo aparece solo en algunas tablas, se pone
Como suplementario (su compromiso no existe)
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= A
N/

ama  Otatls: Proyecto Hidroeléctrico
Ventas-Garita

Con el objetivo de construir una planta Hidroeléctrica en Costa Rica
se ultilizaran las aguas de tres rios. Para analizar la calidad del agua vy
la agresividad de esta a los diferentes materiales necesarios para la cons-
truccion de la represa, se definieron cinco puntos de muestreo llamados:
Reventazonl (R1), Revenlazon3 (R3), Tuisj (T4), Tuis5 (T5) y Turr2
(T2). Durante cuatro arios ( Marzo de 1995-Diciembre de 1998) se re-
alizaron muestreos mensuales para obtener mediciones de 19 variables,
las cuales son: Ph, Temp (Temperatura), Na, K, Ca, Mg, SiO,, OD,
DBO, SD (sdlidos sedimentables), ST (solidos totales), POy, Cl, NOg,
SO4, HCOs, DT (dureza total), POD (porcentaje de oxigeno disuelto),
y CAL. CAL es un indice de calidad del agua expresado con un nimero
entre 0 y 100, obtenido como una funcién (no lineal) de algunas de las
variables anteriores.
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R e ¢
AN O

CIMPA-U

Variables de Opinion

o [l sequro social debe privatizarse (SP).

e Se debe propiciar la libre eleccion médica (LM).
e lLa democracia es el sufragio (DS).

e Se debe defender la banca nacionalizada (BN).
e Se debe confiar en la justicia (CJ).

e Se debe aumentar el presupuesto en seguridad (PS).
e Ya no nos sentimos sequros (1S).

e [os enfermos de sida deben aislarse (SD).
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Variables de Senalizacion

Sexo: Hombres (H) y Mujeres (M),

Escolaridad: Ninguna (EN), Primaria (IEP), Secundaria (ES), Técnica
(ET), Universitaria incompleta (EUT) y Universitaria completa (EUC).

Profesién: Agricultor (Bag), Patrén o empleado de comercio (Bec),
Profesién liberal (Bpl), Empleado (Bem), Profesién intermedia (Bpi),
maestro-profesor (Bmp), pensionado (Bpen), Ama de casa (Bac) y
Desempleado (Bdes)

Partido politico: Partido Liberacién Nacional (PLN), Partido Unidad
Social Cristiana (PUSC), Izquierda (Izq), Otros partidos (Potr) y
Ningin partido (Pnin).

Ingreso Familiar: Ingresos Bajos (IB), Ingresos Medios (IM) e In-
gresos Altos (TA).

Provincia: San José (Sjos), Alajuela (Ala), Cartago (Car), Gua-
nacaste (Gua), Puntarenas (Aren), Limdén (Lim) y Heredia (Her).

Edad, codificada en las siguientes clases: de 18 a 25 (A18), de 25 a
35 (A25), de 35 a 45 (A35), de 45 a 55 (A45) v més de 55 (ABH).
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Evolucion de la Opinion Publica

Los datos de base de este ejemplo corresponden a las encuestas de
opinion publica de los anos 1988, 1989, 1990 vy 1991 realizadas por el
proyecto de tnvestigacion Estructuras de la Opinion Publica de lo Es-
cuelo de Matemdtica de la Universidad de Costa Rica. Estas encuestas
son anuales sobre una muestra de unos 1000 indiduos, mayores de 18
anos, preservando cuotas por sexo, edad y ocupacion. Los entrevstados
se pronuncian sobre unas 100 afirmaciones relativas a los principales con-
flictos sociales ventilados por la prensa local |64/, |34/,
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El Compromiso
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Figura 8.11: Interestructura para la evolucién de la opinién.
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Circulo de Correlaciones

% Inercia 57.89

154

(3
LM1

&1

’ . A - .
Figura 8.12: Correlacién entre variables y los ejes del compromiso para la
evolucién de la opinién.
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Grupos Sociales

% Inercia 57.89 |

iEje 2
ruc
254
). 8% Raa
=hle SIPN
- fa - * i
- - Ty FUSC "Eje 1
2T Ro5
B &P
S IB
&ua
218
L

Figura 8.13: Grupos sociales promedios: Hscolaridad, Edad, Provincia.
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Simpatia Politica

L Eje 2

4

PNT

ILE'QUSC

Eje 1
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Eje 2

Ragz 5
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Figura 8.15: 1Trayvectorias:
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grupos de edad.
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Escolaridad

Y% Inercia 57.89

r

Eje 2

a1

=

&=
=2

A

Pl mmo
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Figura 8.16: Trayectorias: escolaridad.
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Analisis Factorial Multiple (AFM)

1 p 1 P> 1 Py .
1 B. Escofier &
o O o Jo Pa és
X, Xy X, S
n
y ( ) Nub
— . 1 N._ = M..D uoc para
P 2 p.: # total de variables x =\x. . M,, cndn I;upo de

M , :diagonal variables

N = (X,M, D) Nube total

X = lxl Xy I"'IXqJ Tabla concatenada
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AFM: Objetivos

Interestructura
Comparacion global de los grupos de variables

Intraestructura:

Comparcion de las nubes Ny que representan a los n individuos
— mismo sistema de coordenadas
— CcOmpromiso

Idea de base:
ponderacion de los grupos de variables
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AFM: Ponderacion

A, ( k) ‘Varianza de la primera componente A, (k ) =1, (N L )
principal del ACP de N, = (X, M,, D) p

1 u
/ VA (k) . Multiplica a cada variable de X,

Ponderacion — equilibrar influencia de los grupos X,

S1 se hace ACP de X, influyen

*P,: # de variables por tabla (p, : + influencia)
ecstructura de x, ( + correlacion : + influencia)



