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Situación del Análisis Canónico

• Situación: se tiene dos paquetes de variables 

cuantitativas observadas o medidas en n

individuos

• Objetivo: hallar

tales que
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Hallar a1 generada por las variables de X y 

b1 generada por las variables de Y tales que

Max r2(Xa1,Yb1),     || a1|| = 1 = || b1||

Solución:

a1 = (Xt X)-1 Xt Y b1 / λ

b1 = (Yt Y)-1 Yt X a1 / λ

Sqrt(λ) = cos(θ) = cos(Xa1, Yb1)

Correlación canónica

0
θ Xa1

Yb1

Vx

Vy

Objetivo
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CIMPA-UCR Casos particulares del Análisis 

Canónico 

Regresión lineal Múltiple 

x1 xp

P cuantitativas 

y

1 cuantitativa
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Discriminación 

x1                                xp

P cuantitativas 

y1              yq

1 cualitativa con 

q modalidades 

(indicatrices) 
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Análisis de Correspondencias 

x1                                 xp

1 cualitativa 

con p modalidades

y1                yq

1 cualitativa

con q modalidades

indicatrices
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Análisis Canónico:Formulación Geométrica
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Espacios generados:   Wx= {ξx ∈ Rn /  x= Xa, a ∈ Rp}

Wy= {ξy ∈ Rn / y = Yb, b ∈ Rq}
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Problema: 

Encontrar ξx
1 ∈ Wx, ξy

1 ∈ Wy tales que   

Max  cos2 (ξx
1, ξy

1) = r2 (ξx
1, ξy

1)

ξy
1

Ay ξx
1 

Ax ξy
1 

ξx
1

Wy

Ay

Ax
Wx

Ax: op proyección 

ortogonal  sobre Wx

Ay: op proyección 

ortogonal sobre Wy

Se puede tomar 

|| ξx
1 || = 1, || ξy

1 || = 1 

Se tiene:  Ax= X(Xt DX)-1 Xt D

Ay = Y(Yt DY)-1 Yt D

(ξx
1, ξy

1) se llama pareja 

canónica y  λ = r2 (ξx
1, ξy

1)

primera correlación 

canónica
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Análisis Canónico: deducción de solución

Propiedad: Sea x ∈ Wx con || x || = 1.Entonces el vector de Wy con 

ángulo mínimo con x es    xAy=ξ̂

0

x

ξ̂
x'

Sen2 (x, x ') =      x - x'  2

x    2

Por T. Pitágoras:    x - x '   2 =    x - 2 +   
2

Luego sen2(x, x') =    x - 2 +      - x'  2

x   2                    x   2

ξ̂ ιξ x−ˆ

ξ̂ ξ̂
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Hay un mínimo canónico ξx
1 =       , la proyección ortogonal 

Luego, ξy
1 debe ser colineal con A y ξx

1 : 

Ay ξx
1 = r1 ξy

1

donde r1 = 〈ξx
1 , ξy

1〉 = cos (ξx
1 , ξy

1) = r (ξx
1 , ξy

1)

Se deduce 

con λ1 = r1
2 = cos2 (ξx

1 , ξy
1)

Por lo tanto ξx
1 es vector  propio de AxAY

ξy
1 es vector propio de AyAx

asociados al mayor valor propio λ1= r2 (ξx
1 , ξy

1)

ξ̂
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Observaciones

1

1

1 1
xyy A ξ

λ
ξ = 1

1

1 1
yxx A ξ

λ
ξ =

Siguientes variables canónicas:  (ξx
2 , ξy

2), (ξx
3 , ξy

3), . . .

con máxima correlación y tales que ξx
1 ⊥ ξx

2, ξy
1 ⊥ ξy

2, . . .

son vectores propios de AxAy, AyAx resp. asociados

a los valores propios siguientes:  λ2 ≥ λ 3 ≥ . . .   
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Cálculo de Factores Canónicos

Como ξx ∈ Wx ⇒ ξx = a1 x' + . . . + ap x p = Xa con a =

ξy ∈ Wy ⇒ ξy = b1 y1+ . . . + bq yq = Y b

Tenemos 
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Como AxAy ξx
1 = λ1 ξx

1 ,    Ay Ax ξy
1 = λ1 ξy

1 poniendo Vx = 

Xt DX       Vy= Yt DY      Vxy= Xt DY  =  Vyx
t

entonces 

X Vx
-1 Vxy Vy

-1 Yt D ξx
1 = X Vx

–1 Vxy Vy
-1 Vyx a = λ X a

Análogamente 

Vy
-1  Vyx Vx

-1 Vxy b = λb

Los factores canónicos a , b son vectores propios de 

Vx
-1  Vxy Vy

-1   Vyx

Vy
-1   Vyx Vx

-1  Vxy respectivamente asociados 

al mayor valor propio λ
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Ex= Rp xt

Fx Yt 
Ey = Rq

Vy My

EyF=Rn

YX
E

X

X

VxMx

∈
a

∈
ξx

1, 

ξy
1

∈
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Análisis Canónico: Ejemplo

n=40    Fuente: R. Thomas (1975) y Bouroche- Saporta (1981)

X: características físicas y dinámicas de los atletas 

TAM:  estatura (cms)

PESO: peso (kgs)

DTH: salto largo, sin impulso,con pies juntos (cms)

DTV: salto alto, sin impulso, manos levantadas, talón al suelo 
(cms)

FPIE: fuerza piernas (kgs): peso levantado sobre los hombros

VELO: velocidad (decena de seg): tiempo para recorrer 30 mts

SALR: salto largo (cms): mejor resultado

3SAL: triple salto (mts): mejor resultado
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Y: promedio de nota (sobre 20) dada por 3 jueces al rendimiento de los atletas

NSAL: nota en salto

NELA: nota en impulso (estilo)

NIMP: nota en impulso

NISUR: nota de suspensión  recepción

x �x

TAM                      178                    6.1             NSAL       10.1                1.8

PESO                       72.5                 7.6             NELA          9.9               1.8

DTH                       261                   15.7            NINP         10.1               1.1

DTV                         65.5                  5.1           NSUR           10               1.7

FPIE                        109                  17.8

VELO                       33.5                 1.3

SALR                       583                 39.1

SAL3                       11.4                   0.9

x �x
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Análisis Canónico: Atletas

Correlaciones Canónicas: 

Valor propio             Correlación canónica

1                           0.707                           0.841

2                           0.309                           0.556

3                           0.177                           0.421

4                           0.060                           0.246
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Correlaciones entre variables canónicas y variables originales

TAM                    0.073                  -0.025                  0.061              -0.014

PESO                  -0.208                    0.290                -0.175                0.161

DTH                     0.468                    0.197          0.394                0.109

DTV                     0.324                    0.183          0.273                0.101   

FPIE                    -0.061                    0.328                -0.051               0.182

VELO                  -0.705                   -0.012                -0.593             -0.006

SALR                    0.918                   -0.066                 0.772             -0.036

3SAL                     0.741                    0.436         0.628               0.242

NSAL                   0.809                     -0.027                0.962              -0.049

NELA                   0.768                     -0.177                0.913              -0.318

NIMP                    0.762                     0.174         0.906               0.313

NSUR                    0.667                    -0.013                0.743              -0.023  

⌧

'

⌧ ² �

'

�

²
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Análisis Canónico: Atletas

Correlaciones

TAM     PESO   DTH   DTV   FPIE   VELO   SALR   3SAL

TAM         1

PESO      0.77          1

DTH        0.51         0.27      1

DTV        0.16         0.04     0.62       1

FPIE       0.47 0.74     0.36       0.23     1

VELO    -0.23       -0.09    -0.43      -0.33   -0.05      1

SALR      0.29         0.05     0.59       0.39    0.06     -0.63       1 

3SAL       0.31        -0.02    0.64        0.47   -0.05     -0.54     0.67        1
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NSAL          NELA             NIMP                NSUR

NSAL             1

NELA            0.83                1

NIMP             0.80               0.79                 1

NSUR             0.82                0.69              0.77                      1
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NSAL          NELA          NIMP         NSUR

TAM         0.03               0.08            0.05            -0.05

PESO       -0.19              -0.20          -0.10            -0.18  

DTH          0.31                0.38           0.42             0.18        

DTV          0.23                0.24           0.26             0.06

FPIE        -0.09               -0.07           0.03            -0.11

VELO      -0.53               -0.58          -0.57            -0.41

SALR        0.75                 0.71           0.68              0.61

3SAL         0.58                  0.50          0.63              0.43
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Análisis Canónico: Atletas

⌧

²

FPIE

Círculo de correlaciones (81%)

•
•

PESO

•
VELO

3SAL •

DTV DTH
• •

•
TAM

NSUR
••

SALR

•
NIMP

⌧ 1
•

NSAL

•NELA

• Relación:  -Notas de los jueces

-Rendimiento en salto (SALR, 3SAL)

•Velocidad parece oponerse a las notas y rendimiento en 

salto   
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Análisis Canónico

Ventajas:        • valor teórico

• generaliza

(ACP,AFC,ACM,AFD,Regresión L.M.,ANOVA)

Limitaciones:  • se trabaja sólo en Rn: espacio de variables 

• se estudia únicamente la estructura de las

correlaciones y no una representación fiel,

una proyección, de las tablas de datos originales.

Propiedad: El análisis canónico de x,y equivale al ACP de 

Z =           con la métrica[ ]yxM
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MÉTODO STATIS

Estructuración de tablas con Tres Indices de la Estadística

“Structuration des Tableaux à Trois Indices de la Statistique”

(Y. Escoufier et al.)

p

p

p

p

1

1

1

11

n
K años

P. ej.: para analizar

tablas múltiples

(datos evolutivos)
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Análisis conjunto de varias tablas de datos

1 1 1

1

1

1

1

1

1

1

1

n

n1

n2

n k

p1 p2 pk

p

p

p

p

•Mismo individuo

•Varios grupos de 

variables

•Mismas  variables

•Varios grupos de individuos

(Statis dual)
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MÉTODO STATIS
Situación:

K tablas  X 1, X 2, ..., X k     de variables cuantitativas (centradas, 

estandarizadas) observadas sobre n individuos

Objetivos:
• Comparar las tablas

• Describir la estructura común a las diferentes tablas

• Conocer las diferencias entre las tablas

Notación:
pk: # de variables del grupo k

p= p1 + ... + pk

X= [ X1 | X2 | ... | Xk ]

xi: Fila i de X

xi (k): fila i de Xk xi [ xi (1)   xi (2)   ...   xi (k) ]

1

1

i

n

xi (1)

X1

p1 1

1

i

n

xi (2)

X2

p2 1

1

i

n

xi (k)

Xk

pk

⇒
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STATIS: LA INTERESTRUCTURA

Objetivo:
Comparar globalmente las tablas

... X1

W1

X1 M1 X1
t

X2 X K

W2

X2 M2 X2
t

WK

XK MK XK
t

== =

1      2 . . . n2

W1

W2

WK

..
.

A. C. P.
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STATIS: LA INTERESTRUCTURA

Métrica:
Producto interno de Hilbert-Schmidt:

', kk WW = Tr ( DWk DWk’ )

• norma

• distancia

Estudios normalizados:

Coeficiente RV de Robert - Escoufier

HSk

k

W

W

( )
HSHSk

k

HSk

k

W

W

W

W
kkRV

'

',', =



Análisis de Tablas Múltiples

CIMPA-UCR
STATIS: LA INTERESTRUCTURA (2)

Propiedades de RV:

)]',(1[2,
'

' kkRV
W

W

W

W
d

k

k

k

k

HS −=










)',( kkRVSi          =  1 ⇒
'

'

k

k

k

k

W

W

W

W
=

⇒ k, k’ son estudios (ACP) equivalentes

)',( kkRVSi          =  0 ⇒ Las variables de X k tienen covarianzas

nulas con las de X k’
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STATIS: LA INTERESTRUCTURA (2)

Representación Euclídea:

S :   matriz de productos escalares entre tablas

= diag (       ) ponderación de las tablas∆ kπ

⇒ Diagonalizar S ∆

Obtenemos:    

S     z  =      z

puntos A1,..., Ak que  representan a W1,...,Wk

Coordenadas de A k  por          z

∆ λ

λ
• A1

• A2

• A4

• A5

• A3

Eje 2

Eje 1)',( kkRV = cos (DA k, DA k’)

Tablas complementarias con peso nulo
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STATIS: COMPROMISO
Objetivo:

Encontrar una nube que sea “término medio” de todas

las K nubes

Criterios:
• W tiene correlación Máxima (HS) con los Wk

• || W || HS = 1

Sea Z =           el vector propio asociado al mayor valor propio         

, de (se toma con z : >0 ) 1λ















kz

z

M
1

∆S

∑
=

=
K

k HSk

k
k

W

W
W

1

α

kkk zπ
λ

α
1

1
=⇒

así ∑
=

=
K

k HSk

kkk

W

Wz
W

1 1λ
π
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STATIS: COMPROMISO

El compromiso refleja la

estructura común

X5 posee una estructura diferente

W es resumen mayoritario

• A1

• A2

• A3

• A4

• W

• A1

• A2

• A3

• A4

• W

• A5

• A1
• A2

• A3

• A4

• W

• A1
• A2

• A3

• A4

• W

W no es buen resumen (normas ≠) No hay estructura común



Análisis de Tablas Múltiples

CIMPA-UCR
STATIS: LA INTRAESTRUCTURA 

Objetivos:
• Representar los n puntos por el conjunto de K tablas 

posición media

• Representar las correlaciones de las variables con             

los ejes del compromiso

Permite interpretar ejes e individuos

Individuos: 
W: Matriz n x n

ACP de la nube de individuos cuyos productos 

escalares están en W

Diagonalizar WD

Componentes principales C1, C2, ..., Cn

Valores propios 
nµµµ ...,,, 21

individuos
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STATIS: LA INTRAESTRUCTURA 

Calidad de Representación:

Prop: distancia : distancia promedio

Variables: 
Para    toda    variable   original  xj (k),   se   calcula  la

correlación: 

Obs: habría sido equivalente hacer el ACP de la tabla
[√α1 X1 | √α2 X2 | ... | √αK XK ]

∑
=

+++
n

i

i

n

1

21 ...

µ

µµµ % Inercia

d2(i,i’) = ΣαΣαΣαΣαk||i-i’||2HS

( )lj Ckx ),(ρ

Coordenadas en el círculo  de  correlaciones
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STATIS: TRAYECTORIAS DE LOS INDIVIDUOS

Objetivo:
Representar    en    los    ejes    del   compromiso   los  

individuos descritos por cada tabla. 

Se  proyecta cada fila como elemento 

suplementario del ACP de WD

: da las coordenadas de los 

Propiedades:
Coordenada de i en el compromiso es el baricentro 

de todos los i ponderados por xi

Trayectorias    permiten     descubrir     individuos

responsables de las diferencias entre tablas Xk Xk’

(Caso en el que la k es un índice de tiempo)

j

k

j

DCW
µ
1

[ ]0)(0 kxi

)(kxi
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STATIS: TRAYECTORIAS DE LOS INDIVIDUOS

Formas de las trayectorias:

• Trayectoria poco extendida, gira alrededor de sí

misma: Evolución sigue la media (misma diferencia 

con la media de tabla a tabla). 

•Trayectoria de gran amplitud: cambio de estructura 

del individuo a lo largo de las tablas (    evolución 

media)

(Caso en el que la k es un índice de tiempo)

≠

Obs: se pueden graficar individuos suplementarios. 

Si un individuo aparece sólo en algunas tablas, se pone 

Como suplementario (su compromiso no existe)
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Ventas-Garita
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Variables de Opinión
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Variables de Señalización
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Evolución de la Opinión Pública
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El Compromiso
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Círculo de Correlaciones
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Grupos Sociales
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Simpatía Política
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Grupos de Edad
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Escolaridad
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Análisis Factorial Múltiple (AFM)

1x 2x K
qx

1
1 1 1

n

1p 2p qp

B. Escofier &

J. Pagès

∑
=

=
q

k

kpP
1

: # total de variables ( )DMxN kkK ,,=

diagonalM K :

Nube para 
cada grupo de 
variables

( )DMXN ,,= Nube total

[ ]qxxxx MLMM 21= Tabla concatenada
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AFM: Objetivos

Interestructura

Comparación global de los grupos de variables

Intraestructura:

Comparción de las nubes NK que representan a los n individuos

→ mismo sistema de coordenadas

→ compromiso

Idea de base:  

ponderación de los grupos de variables
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AFM: Ponderación

( )k1λ :Varianza de la primera componente 
principal del ACP de Nk = (Xk, Mk, D) 

( ) ( )kNIk
u

11 ∆=λ

( ) :
1

1 kλ Multiplica a cada variable de Xk

Ponderación  → equilibrar influencia de los grupos Xk

Si se hace ACP de X, influyen

•Pk: # de variables por tabla (pk : + influencia)

•estructura de xk ( + correlación : + influencia)


